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PARTIE A

. Formule de Vandermonde : Pour tous entiers m,n ,on obtient par identification des coefficients de (X + 1)t et

(X+1D)™(X +1)™ de degré p € {0,...,m+n} :
(")) =26
> (1) - ()

en particulier pour n =m =pon a:

. Formule de Stirling :

Ce qui donne

2n 4n
n ) no+too \/my/n

1
. Soit « € R*tet k € N, k > 2. La fonction ¢ — pry est décroissante dans [k — 1, k] ce qui donne :
1 Foat 1
= < / =<7 (D
ke = Jyatr T (k=1)"
et

® Sia € ]0,1[, la relation (2) donne :

k=1
on a
Tt plte—1 nl—@
/1 " 1-a norel—a
et
n+1 dt (’I’L + 1)1—a _ 21—a nl—a
/2 to l1-—a n—too 1 —a

ce qui donne

n
3 1 n

k® notoo 1 —
k=1




1 oo dt
® Sia € ]1,+00], la série Z — et I'intégrale / = convergent, la relation (2) donne :
n 1

1 _/+oodt<”1</+oodt_ 1
(a —Dno-t o = ke T g te  (a—1)(n—1)"1

d’ou

Lo
k® n—too (@ — 1)na—!

k=n+1

4 . @ Une intégration par partie donne pour z € [2, +00],

- 92 x dt
@)= 55 ™ @ +/2 CIDIE

® On a ! o( ! ) ! of ! ) donc les fonctions ¢ +— ! t— L ne sont pas
- B VR - i - -
Vi totee Cn(t) 7V et O (In(D))? () " (n(5)? g
1 1
intégrables sur [2, +o00[,de plus O T o(m) donc

z dt Todt
A(mwﬁtwmdélmw>

+o(I(z)) d’ou

® La relation (3) s’écrit I(z) =

x
r——+00 ln(l‘)

I(x)

—+o0
5. Soit a € R,ona (l+z)*= E <a> 2" Vx € ]-1,1], avec <a> _oezD.la=n+l) .
n n

n!
n=0
. 1
Sia= —5 !
B 1 -1
21 _ 7(7—1) (7‘“‘*‘1)
n n!
_ (-D)"13.(2n-1)
N 2n n!
_ ) e
2nnl 2.4..2n
(=1)" (2n)!

ce qui donne

“+o0
1 1 /2n\ ,
=Y (M)
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PARTIE B

Les fonctions F et G sont définies par :

Vo €]-1,1], Zps_od

Vo € [-1,1], ZP

—+o0
® On a pour tout n ,0 < P(S,=04) < 1let 0 < P(R=n) < 1 donc RCU(ZP(Snzod):E") > 1et

n=0
+oo
Reo(} P(R=n)a") > 1.
n=0

® La somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 0 est de classe C™ sur |—R, R[ au moins .

Donc F' et G sont définies et de classe C* sur |—1,1] .

® Les événements [R = n] = 7 la marche aléatoire (S, ), oy revient en Og4, pour la premiere fois a I'instant n ”

n n
sont deux a deux disjoints, donc Z P(R=k)=P <U R = k]) <1
k=0 k=0
La série Z P (R =n) est & termes positifs dont les sommes partielles sont majorées, donc elle converge et

Z(f )" P (R = n) converge absolument, d’ott G est définie sur [—1,1] .

De plus sup |[P(R=mn)z"| = =n) et ZP = n) converge , donc Z P (R =mn)z" converge nor-
z€[—1,1]

malement donc converge uniformément sur [—1, 1], le théoréme de continuité des séries de fonctions donne que

G est continue sur [—1,1].

Yo oo
® Ona[R=+o00]= | [R=Fk],donc [R#+o0]= |J [R=¥k].
k=0 k=0
—+o0 n
Ecrivons [R # +oo] comme réunion croissante d’événements : [R # +o0] = |J ( UI[R= k;]) , le théoreme
n=0 \k=0

de la limite monotone donne

P(R#+oc]) = lim P(O[Rzk])

n—+oo
k=0
= G(1)
® Soit 0 < k < n, la relation est triviale si P(R = k) = 0,supposons P(R = k) # 0, on a
P([S, =04 N[(R=kK)])=P(R=k)P(S,=04| R=k)
Si I’événement [R = k| est réalisé alors S = X7 + .. + X = 0 donc
P(Sy =04 R=k)=P(Xps1+ ..+ Xn =0n—p)

les variables aléatoires X sont mutuellement indépendantes et suivent la méme loi donc

P(Xk_H +.+X,= On—k) = P(Xl +.+ X0 k= On—k')



n
cette valeur commune est égale a Z H P(X =h;).

(hiyeshn ) EX(Q)" T =1
hi+..4+hp_=0q
ce qui donne

P ([Sn = 04] N [(R =k)]) = P(R = k).P(Sp—k = 0a)

® La famille d'événements ([R = k]); ey {100y cOnstitue un systéme complet d’événements donc pour n € N*

on a

P(Sa=0a)= Y P([S.=04N[R=Fk))

kEN*U{+oo}

remarquons que si k > n + 1 alors P([S, = 04] N[(R = k)]) = 0 ce qui donne

P(Su=00) = S B(Sw=0d0[(R=H))

h=1
- g:lp(}zk) (Sni = 0g)
® Soit z €|—-1,1[,on a 7
F(z) = P(50:0d)+§]P(Sn:0d)x”
= 1+Zo<ki )IP’(Sn_kOd)> "

d’apres le produit de Cauchy de deux séries entieres on a :

|F(z) =1+ F(z)G(x)]

® Ona lim G(z)=G(1) = P([R # +)).

z—1—
SiP([R # +o0]) #1 : comme G est continue alors G(x) # 1 au voisinage de 1,ce qui donne
F(x) = _ et
1-G()
1
lim F(z)=
Jm F@) = 15 m Z 7o0]
1
SiP([R# +o0]) =1 : pour tout 0 <z < 1onaG(x <ZP n) =1 donc F(z) = met

lim F(z) = 4oc.

r—1—

. Soit (cx)yen une suite de Rt R, (Z CLT ) =1let ch diverge.

On a donc ch — +o00, soit A > 0 il existe N > 0 vérifiant si n > N alors ch >A+1.
=0 T k=0



n n
Fixons n > N , on a chxk — ch , donc pour € = 1 il existe @ > 0 tel que si z € |1 — «, 1] alors

k=0 =10
n n
chxk — Z cpl <e€
k=0 k=0
n n
et chxk > ch —1> A, finalement :
k=0 k=0
400
VA >03a >0,z €]l 704,1[:>ch:£’€ > A
k=0
400
et chxk — 400

On sait que p = RC”(Z P (S, =04)2") <1 donc p =1, la question 9. donne

rz—1—

400
F(z) = ZP(Sn =0g)z" — +00
n=0

donc lim G(z) =1=G(1) = P([R # +0o0)).

1
de la question 8. on a G(z) =1 — F(x) z—1-

® Si P([R#+o0])=1:
Supposons Z P (S,, = 04) convergente alors F' admet une limite finie en 1~ ,mais question 8. donne
lim F(z) = 400 absurde, donc ZP (Sn, = 0gq) est divergente.
r—1—

® Pour i € N* posons A; = [S; & {Sk,0<k <i—1}] et ¥; = 14, la variable de Bernoulli indicatrice de

I’événement A;,on a :

~
e

I
N’

I

P(S; # Si—1,.,Si # So)
P(S; — Si 1 #£0,...5 #0)

P U (S’iisi—lzhi—l,...,si:ho)
ho#0,...,h;—17#0

comme les événements considérés sont incompatibles alors

P(Y;=1) = > P(S; —Si—1 =hi_1,...,S; = ho)
ho#0,...,h; 170
= Z P(X;i=hi—1, Xi+ X1 =hi—2,..., X + ..+ X1 = ho)
ho#0,...,h; 170

on remarque que

Xi=hi-1 Xi=hi-1

Xi+ X1 =hio Xi—1=hi—o—hi
=4

Xi+. . +Xo=h Xo=h1—he

Xi 4.+ X1 = ho X, = ho— hy



les X; sont indépendantes et de méme loi que X,ce qui donne

PY,=1) = Z P(X1=ho—hy,..., X1 =hi—g —hi—1, X; = hi_1)

ho#0,...,h; 170

= > P(Xi=ho—h1).. . P(Xio1 = hi_y — his1) P(X; = hi_y)
ho#0,...,h; 170

= Z P(X =ho—h1)...P(X = hi—y — hi_1).P(X = h;i_y)
ho#0,...,h;—1#0

= Z P(X; =ho—hy)...P(Xo =hi_g — hi_1).P(X1 = hi_1)
ho#0,...,h;—17#0

de plus on a

Xi=ho— M X1 =hi1
Xic1=ha—Mh X1+ Xo=hi
=
Xo=hi_o—hi Xi+.+Xi1=h
X1=h;1 Xi+.+X,=ho
d’olt
P(Y;=1) = > P(Si=hi-1,...,8 = ho)
ho#£0,...,hi—170
= P(S1#0,...,5 #0)
= P(R>1)
® Pour n dans N, N, est le cardinal de {Si, k € {0,...,n}}, N,, est une variable aléatoire finie donc admet une

espérance . Remarquons que :
Sp & {Sk,ke€{0,....n—1}} & N, =N,,_1 +1

et
Sp € {Sk, k€ {0,....,n—1}} & N, =N,

ce qui donne

]Nn:Nn,lJrYn\

par suite E(Ny,) = E(N,_1) + E(Yy), de plus E(Y,,) = P (Y,, =1) = P(R > n) , on obtient

E(No) + Zn:HD(R > Z)

=1

1+zn:IP’(R>i)

i=1

E (Nn)

n

9.0nakFE(N, =1+ ZP(R > 4) , les événements [R > i] sont décroissants , le théoréme de la limite monotone
i=1
donne
+oo

lim P(R>i)=P([)[R>i]) =P(R = +00)

n——+4oo !
i=1



10.

11.

le théoreme de Cesaro donne

— P(R=+40)

n n——+oo

PARTIE C

On ap€]0,1[,¢g=1—p et la loi de X est donnée par

PX=1)=petP(X=-1)=¢q

on pourra supposer X () = {-1,1}.
Pour w € Q Sa,,11(w) est somme de 2n+1 termes prenant la valeur 1 ou —1 donc Sy, 41 (w) = r—s avec r+s = 2n+1,
forcement r # s et So,41(w) # 0 par suite P (Sa,41 = 0) = 0.

D’autre part on a

[Son=01= | J (ﬂ [X; = 1]mﬂ[xi:—1]>
]

I1C[[1,2n] iel i¢l
Card(I)=n

c’est une réunion d’événements disjoints et les X; sont indépendantes et de méme loi que X donc

P(Syn=0) = > p'q"

IC[[1,2n]]
Card(I)=n

<2n) non
= pq
n

Pour z €] — 1,1[,on a F(z) =1+ F(z)G(x) et

Fw) = S (2o

n=0
()
= n 2\
= >~ (9ee?)
n=0
1

1
remarquer que pq < 1 Donc

G(z) =1—+/1 — 4pgx?

OnaG(l)= P(R# +00)=1—P(R=+00) donc P(R=+00)=+1—4dpg=|2p—1| = |p—¢q|.

[P(R = +00) = p—q|




12 .

13.

Gla)=1— /11— dpga? = — io (142) (—dpga?)" et (1/2> Gl <2§_ 2) ce qui donne

n22n—1 1

= n—1
donc
2 (2n—2
P(R=2n)=— " P(R=2 1)=0
(r=20)=2(* ") o) F(R =20+ 1)
1
P=q=3; donc
2 (2n—2 1
P(R=2n)=— ~
(R TL) n4n <7’L —1 ) n—s+4o0 /27'(?’13/2
n —+oo
OnaE(N,)=1+» P(R>i)et P(R>i)= » P(R=n)
i=1 n=1i+1
+o0o +o00o 9
P(R>2i+1)=P(R>2)= » PR=n)= Y P(R=2n) ~ ———=op , done P(R > n) ~
n=2i+2 n=i+1 VT (20)
d’ol
4TL1/2
E (N, ~
( n) n——+oo ﬁ
® Soient m et n deux entiers naturels tels que m > n.
n n
ap an—k < Zakbn—k =1
k=0 k=0
donc
o < L
" Bn
® Ona
n—1
ao (Bm - Bm—n) = Qo Z bm—k
k=0
n—1
> Z agbm—k
k=0
> 1- Z akbm—k
k=n
m
> 1- Qnp Z bm—k
k=n
> 1- Qn, Z bk
k=0
d’olu

1 < a'an—n + ao (Bm - Bm—n)

2
J/nl/2



14 . Soit (my,), ¢y vérifiant m,, > n pour n assez grand et By,,—n ~ Bpet By, — By, n — 0.
: n—-+o0o : : n—-+oo

Donc By, —n = B, + o(By) et ag (Bm — Bm—n) = 0(1). De la question précédente on a
n——+00

Lo o1
B,+o(B,) ~ "~ B,

ce qui donne

1
a ~ —_—
n n—4oo Bn

C
15.Onab, ~ —donc B, ~ Cln(n), on prend m, =nlnn qui vérifie facilement les conditions de 17, donc
n——+oo n n—-+0oo

1
e © In(n)

PARTIE E

16 . Soit k£ < n , par la méme démarche de la question 11. on trouve

P(R > n_k) :]P)<Sl #Odv"'vsn—k #Od)
= P(Sk+1 — Sk # 04, ..., 80 — Sk # 04)
= P(Sk41 # 0ds.ees Sn # 04 | S, = 0)

Posons B; = [S; = 04] N[Si41 # 04, ..., Sn # 04] pour 0 < i < n.

Les B;sont deux & deux disjoints et |J B; = Q ( car pour tout w € Q, 'ensemble A(w) = {i € [[0,n]] ,S; =04} et
i=0

non vide car contient 0,s0it k = max(A(w)) alors w € By, )

donc

1 = Z]P’(Bk)
= ZIP P(Sks1 # 0gy ..oy Sn # 04 | S = 0)

— ZP(Sk =04)P(R>n— k)

17 . P(X =(0,1)) = P(X =(0,-1)) = P(X =(1,0)) = P(X = (-1,0)) = —
Dans [S2, = 0] il y’a une symétrie, le nombre de fois ou (0, 1) est atteint et le méme que (0, —1) , notons ce nombre

€ [[0,n]], ainsi (1,0)et (—1,0) sont atteint exactement n — p fois ce qui donne :

Sgn—o U U [CIHDI]

0<p<n IC[[1,2n]]
Card(I)=2p

o= U [Nm=0un N X=0-1

JCI ieJ i€I\J
Card(J)=p



et

Dy = U ﬂ [Xi = (170)] N m [Xi = (_1’0)]

JcI ieJ i€I\J
Card(J)=n—p

par indépendance des X; on a

P(Syn=0)= > >  PCHPD)

0p<n IC([1,2n])
Card(I)=n

1 card(I) 1 card(T) 1 n n
et P(C/)P(Dp) = Y (4> x Y (4) =& (p) <n _p) donc
JCI T
Card(J)=p C’ar{i%f):p

P (S, =0) = Z Z 4;(;)(71?19)

0<psn IC([1,2n]

Card(I)=n
1 n n
- 1
42n 2 (p> (n—p> 2
0<p<n IC[[1,2n]]
Card(I)=n
2
1 /2n n
- =)= ()
0<p<n

la formule de Vandermonde donne

(o)
P (S2, = 02) = ;n

1= P(Sar = 0a) P(R > 2n — 2k)
k=0

18 . De la question 19. on a

2n
n N 1
et P(San =02) = gt~ ~ , la question 18. donne P(R > 2n) ~ ——— , comme
n—+oco MmN n—+oco Tinn
1

P(R>2n)=P(R>2n+1)alors P(R>n) ~ mnn'

On sait que E(N,) =1+ Z;P(R > i) , la série Z —— est divergente donc E (N, et Z , par
- 1 =
comparaisons avec une intégrale on obtient E (V) ~ —1I(n) d’ou
n—+oo T
E(N,) ~ ——
n—+oo TIlnn

|FIN DU PROBLEME
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