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EXERCICE 1
X est une variable aléatoire 4 valeurs dans N d’espérance finie

Q1. Soit k € N* .
e Ona[X>k—-1]=[X>klU[X=Fket[X>kN[X=k]l=0, donc

PIX>k—-1)=P(X>k)+P(X=k)

parsuite‘ﬂj’(X:k):[P’(X>k—1)—P(X>/<:) ‘
e Soit n € Non a

f:kum(x - k):ik(P(X>k—1)—P(X>k))
k=1 k=1

— ZkP(X>k—1)—ikP(X>k)

k=1 k=1
n—1 n

= Y (k+1)P(X >k)— > kP(X > k)
k=0 k=1

dans la premiere somme on change k£ en £ — 1 et dans la deuxiéme on rajoute le terme k = 0 , on obtient

zn: P(X = k)= nf(m DP(X > k) — Xn: KP(X > k)
k=1 k=0 k=0

= nil[P’(X>k:)fn[P>(X>n)
k=0

e Montrons que nP(X >n) — 0.

n——+00

OnaP(X >n) Z P(X ) donc
k=n+1
+o0 00
0<nP(X>n)=n Y PX=k< > kPX=
k=n+1 k=n+1
+o00
X admet une espérance donc la série Z nP(X = n) converge par suite le reste Z kP(X = k) tend vers
k=n+1

0 en +oo.

Par comparaison on a nP(X >n) — 0.
n—+00

Ainsi la série Y "P(X > n) converge et par passage & la limite on a

+00

:iokP(X:k):ZP(X>k).
k=0

k=0

Q2. Soitn eNetpeN*.
e Posons pour i € [1,p], Y; la variable aléatoire qui donne le résultat du ¢ eme tirage .
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On a alors pour tout k& € [1,n]
P

(X <k =¥ <H
i=1
le tirage est avec remise donc les Y; sont mutuellement indépendantes , ce qui donne

ngm:ﬁpmgm

k
k
les Y; suivent la loi uniforme U ([1,n]) donc P (Y; < k) = Z P(Y;,=j)= ot d’ou

e Pourtout k€ [I,nJonaP (X =k)=P (X <k)—

kP — (k—1)P
P(X=k)= ( )
npP
Q3.
1 n—1 P
e Remarquons que — Z () est la somme de Riemann d’ordre n de la fonction x — xP sur I'intervalle
k=0
[0, 1] donc
1 n—1 P 1 1
lim — Z <k> = / 2Pde = —— (1)
n—+oo N b n 0 p+ 1
n :IC P
e La question Q1 donne E(X) = Z P(X>k)etonaP(X >k)=1-P(X <k)=1-— () , donc
n
k=1
n k P
E(X) = > 1- ()
k=1 "
n k D
k=1 \"
de la relation (1) on a Z ( > o ,dou|E(X) ~ o
nﬁ+00p+1 n—+oo p+ 1

EXERCICE I1

On consideére, sur I = ]0,4o00[, les équations différentielles:

(E): %" +4day +(2—-2*)y=1
(H) : 2% +4oy’ + (2 - 2%)y=0

Q4. Sur I 'équation (H) s’écrit : y” 4y’ + 2 , c’est une équation homogene linéaire d’ordre 2 a
coefficients définis et continus sur I , donc S;(H) est [R espace vectoriel de dimension 2.
—+00
Q5.  Soit f une solution de (F) développable en série entiére , écrivons f(x Z anx™ de rayon de
n=0

convergence R > 0, donc on a pour x € |—R, R[



[o.¢]
= Z annz™ 1 et (= Z apn(n — 1)z
n=0
par suite
o0
= Z apn(n —1)a™ | daf'(z Z da,nx"”
n=2
t
© +oo +o0
(2—2)f(x) =2 Z anpz" — Z anz" 2
n=0 n=0

dans la deuxieme somme on change n + 2 en n , ce qui donne

+ +
(2—23)f(z) = QZO:OCL x"—fa "
= n n—27T
n=0 n=2

+oo
= 2ap+2a1x + Z (2an — ap—2) "
n=2

ainsi

2 f"(x) + daf'(x) + (2 - 2®) f(x) = 2a0+6arz + i [an (n(n — 1) +4n +2) — an—]

n=2

(e}
= 2a0+ 6a1x + Z [an (n+1)(n+2) —ap_o]z
n=2

f une solution de (E) , donc

Vo € |-R,R[ , 2a0—1+6a1x+2 an(n+1)(n+2) —ap_o]a" =0
n=2
par suite
2&0—1—0
a1—0

an(n+1)(n+2)—ap_2=0 , Vn>2

ce qui donne
1

ag = 5
al = 0
an—2
= < _ ¥Yn>2
M) mr2) T
e Sin =2p+1 alors ag+1 = o +a22)p(721p +2) comme a; = 0 alors ag,41 = 0 pour tout p > 1.
. a2(p—1) .
e Sin = 2p alors ag, = our tout p > 1, ce qui donne

B 1 1 111
T pr 22 r ) (20) (2p—1)"43 2 (2p+2)

“+oo
1

Ainsi | f(x) = Z meP . Ce qui donne R = +o0 par suite f est solution de (E) sue I .

— p :

p=0

1 ~+00 1 2pi2 1 400 400 1
Pour tout x € I on a = —— P = P or ch(x) =
/(@) .CCQZ (2p + 2)! 3722:1 () pz_%(p)!
ch(z)—1
floy = =

2% donc



-1 h
Q6. On note pour z € I, g(z) = g et h(zx) = i :1:(;) .On admet que g € S;(E) et h € S;(H).

Une solution de (F) est la somme d’une solution particuliere de (E) et d’une solution de (H).
ch ()
z?2

Une autre solution de (H) est donnée par ¢ = f — g , donc ¢q(x) =
Le Wronskien de la famille (¢, h) est donné par

q(z) h(z)

W(x) =
q(z) N(z)
cosh(z 2sinh (x cosh (z sinh(x 2 cosh (z sinh (x
_ o) (_2inh(e)  cooh ) _ i) (_2eoshe) , sinh ()
1
Tt

W (z) # 0 pour tout x € I ce qui assure que (g, h) est un systeme fondamental de solutions de (H) donc
S1(H) = vect(q, h) .

Ainsi |S/(E) ={y=g+aq+Bh, (a,8) € R?}|.
Q7. Soit y € Sr(H) .

e La restriction y; ,de y sur I , est une solution de (H) sur I , donc il existe (a, ) € R? tel que
Y1 = aq + Bh , ainsi pour tout z € I (= ]0, +0o0])

ch (z)

+BSh (x)
2

5 (%)

yr(x) = y(z) = a

x T

y est dans Sg(H) donc elle est de classe C? sur R en particulier en 0 , au voisinage de 0 on a

ch(z) sh(x) a1+ 322 4 o(z?)) + Bz + 23 + o(z?))
a—s—th—3" = 2
T T T
_a+ Bzt %2+ 227 + o(2®)
— -

qui n’admet de limite en 0 quesia =g =0douy =0 .

e La restriction y;_y) ,de y sur |—oc,0[ donne une solution z de (H) I par z(z) = y;—p(-z) =
y(—x) ,pour tout z € ]0, +oo[ . Donc y|(_) admet une expression de la forme (*) , par le méme raisonnementon
trouve y_y) =0 . Donc y = 0 sur R par suite Sp(H) = {0} .

La dimension de Sg(H) est zéro et pas 2 car on ne peut pas écrire I'équation (H) sous la forme y” =
a(z)y’ + b(z)y avec a et b des fonctions définies et continues sur R.

PROBLEME

Q8. On écrit

+o0 1 +oo 1 +o00 1
2w :kz:% 2k + 1)2 +k§ (2h)2

donc . .
3N 1 N 1 2
R Bk
4 ) P (2k + 1) 8
+o0 2
. 1 T
alnsi ZE—E
n=0




Partie I

Q9. Ona ((sin(x))”“)/ = (n+ 1) cos(z) (sin(x))"™ , par une intégration par parties on trouve

Wn+2

[NE]

c\wc\

= [~ cos(a) <sin(:c)>"“f +(n+ 1)/

jus

(sin(z))" "2 da

(—cos(z)) (sin(z))" ™ dx

us

2

0

= (n+1) /02 (1 —sin?(z)) (sin(x))" dz
= (n + 1)(Wn - Wn+2)

On a donc ‘ (n+2)Wyi2 = (n+ W, ‘ .

Par suite (2n + 1)Way, 41 = (2n)Wa,—1 ce qui donne

Wy = / (sin(z))""? dz = 1 donc
0

Woni1 =

2n 2n—2 2
m+12n—1"3"1!

(2x4x..x2n)?2 2M(np!)?
Woni1= =
(2n+1)! (2n+1)!
Q10.
1
e Soit z € |-1,1[,on a =(1- 332)_% donc
1—x2
1 —+00 _% )
- = 1+ — n
= 5 (e
avec
1 1 1
n n!
1x3%..(2n—1)
= (=1 n!
" (2n)!
= (-1
(=1) (2x4x...x2n)n!
B n (2n)!
= (=1 22n(n!)2
. 1 = (zn)' 2n
alnsi on a m = niz:o W.’E

cos?(z) (sin(x))" dx

“+o00

(2n)!

e Par intégration entre 0 et = on obtient | Arcsin () = Z 521

n=1

(n))?2(2n + 1)

2 v e |-1,1]

Q11. Soit z € {0, T [, on a sin(x) € [0, 1[ la question précédente donne

2

x = Arcsin (sin(z)) = > 92n

= (2n)!
()% (2n +1)

n=0

(sin(z))?" L.




Q12. Utilisons le théoréme d’intégration des séries de fonctions sur un intervalle quelconque qui permet
'interversions des symboles Y et [ .

Posons pour tout x € [ { fulx) = %(sin(‘@))%ﬂ )

0
e Pour tout n € N, f,, est continue intégrable et positive sur {O, 2{ .

- . ™ . .
e Le série Y f,, converge simplement sur {0, 5 vers une fonction continue.
22n n!)Q

(2n)! B 1
92n (n!)Q (2n n 1) ,or Wop 11 = 2nt1)! donc /[07 %[ |fn($)| dr = (2n T 1)2

par suite la série Z / | fn(z)| dx converge .

Ainsi par le théoréme d’lntegratlon des séries de fonctions on a

/ <Z Ful@ )dw-=§° (/[0 g[fn@)dx.)

n=0

o [, a@)ldr = Wan
o5

I AT Y g = (Qn)' n : n
d’ou l’on a /o Lz::o o > 1)( n(z))>2 +1] dx = Z/ 2 (n (sin(z))?" .

n!)” (2n + 2n +1)
Q13. Les questions Q11.et Q12.donnent

jus +00
2 (2n)!
zdr = W- .
/o n;) om ()2 (2n+1)
7T2 +oo 1 71'2
donc = — et d’aprés Q8. ona —_ = —.
Z2n+1 3 pres Q Z;nQ 6
Partie 11
Q14.
1 +o0
e Pour tout » € |-1,1[ on a —; = 3 —a?
xs =1 n=0
In(x)

e Soit [z — pour tout x € ]0,1[ .
s —1

+oo
La relation précédente donne pour tout x € ]0,1] f(x) = > —In(x)z?" . Posons f,(z) = —In(x)z?" .
n=0
e Pour tout n € N, f,, est continue et positive sur |0,1] . On a /z f,(x) —J>r 0 , par la regle de
n—-—+0o0
Riemann f,, est intégrable sur 0, 1] et sur |0, 1.

e Soit z €]0,1] , on a

1 , p2n+1 ]t 1 42n 20+ 1 p2n+l
In(¢)t2"dt = |In(t - dt = —1 -
A a(t) [n(5n+1L . 2n+1 M) T T @y T s

par suite
1

1
() dt = (D] dt = 1 —In(®)t*"dt = ———
/M Fal) /M falt)]dt = lm [ ~1ne) T

Donc la série Z / | frn(t)] dt converge .
10,1]

K
Le théoréme d’intégration des séries de fonctions sur un intervalle quelconque donne

1 too
/O Fla)de — nz:% /M Fut)dt



dou

1 n(x) RS 1
/0 x2—1dx_§0(2n+1)2

+o0 Arct t
Q15. On pose pour z € [0, 400, f(x)= / Ln(x) dt .
0

1+t
Arct t
Soit pour (z,1) € ([0, +oe])*, gl 1) = et
Arct t 1
e Pour tout (z,t) € ([0, 400[)? on a riflt(zx)‘ < gm , la fonction ¢ : ¢t — gm est intégrable
Arctan(zt
sur [0, +o00[ donc la fonction ¢ — r(lzj_nt(;c) est intégrable sur [0, +o0o[ pour tout x € [0, +o0].

Donc f est bien définie sur [0, 4o00] .
e Ona g est continue sur ([0, +00[)? et |g(z,t)| < @(t) pout tout (x,t) € ([0,400[)?, avec ¢ intégrable
sur [0, 4o00[ . Donc f est continue sur [0, +ool.

Q16. On a g est de classe C' sur ([0, +00[)? et aaxg(a:,t) = ( !

1+2) (1+2262)

Si (x,t) €]0,1] x [0, +oo] alors ;ch(:c,t)‘ < ok 2(t) ,qui est intégrable sur [0, 400] .
o0 t
Ce qui prouve que f est de classe C! sur]0,1] et | f/(z) = /0 D x2t2)dt .

- . ¢ z%t (1—a2%)t
Q17. On vérifie facilement que 2 1502 PR i) (1)

De la question précédente on a pour tout = € ]0, 1]

1 too [ ¢ z?t
/ = —_— —_—
f(x)_(l—gﬂ)/o <1+t2 1+t2x2>dt

Les deux fonctions sous le signe intégral ne sont pas intégrables sur [0, +oo[ , prenons un A > 0 alors

A t 22t 1 1+ A2
/ — dt=-In| ———
o \141t2 14222 2 1+ A2x2

ce qui donne par passage a la limite

+oo t x2t
— t=—1
/0 <1+t2 1+t2x2>d n (z)

1
On en déduit que pour tout z €10,1[ , f/(x) = 121(:6)1
22 —
Q18.
e Ona oo A o . N )
o Arctan(t * 7
f(1) /0 T2 dt [2 rctan®(t) . g

1 z In(t
e La fonction f est de classe C! sur]0, 1] et pour tout x € ]0,1[ , f/(x) = ;21(:6)1 donc f(x) = / t2n( )1 dt
_ 0 12—

L In(t
, la continuité en 1 donne f(1) = / t2n( )1 dt .
0 12—
e La question Q14. donne f(1) = 53 = 5 » d’apres la question Q14. on a — =
— (2n+1) 8 —n 6



