Mathématiques I MP & MPI Centrale-Supélec 2024, corrigé

CONCOURS CENTRALE-SUPELEC 2024
Epreuve de mathématiques I, MP & MPI, quatre heures
(corrigé)

I - Inégalité de Knopp

I.A — Deux inégalités intégrales
I.A.1) — Inégalité intégrale de Jensen

Q1.

L’énoncé ne suppose pas que a est distinct de b explicitement. Nous le faisons dans ce qui suit.

Soit n € N\ {0}. On pose : Vk € [0,n — 1], ax = a+ k2. Comme ¢ est convexe sur J, et que les
f(ax) appartiennent & J, I'inégalité de Jensen implique :

o( Litw) < 5 Lotstan 0

Comme f est continue par morceaux sur [a, b, la suite des sommes de Riemann de pas régulier
converge vers l'intégrale de f sur [a, b] :

n—lb_a

lim Z

%
n—-+o0o =0

S =1,

n

n—1 1 1 b
donc, par continuité de ¢, on a : n1—i>1:|1-100<’0 <k§_:0 nf(c%)) = (b—a/a f).

Comme @ o f est continue par morceaux sur [a,b] en tant que composition d’une application

continue par une application continue par morceaux a droite, le méme argument que ci-dessus
n—1 b

—a

donne : nl_l&loo ;;)
dans I'inégalité (1) donne :

b
o(f(ag)) = / ¢ o f. Par conséquent, considérer la limite quand n — 400

('0<bia/abf> S bia/abspof’

d’ou le résultat.

I.A.2) — Une autre inégalité intégrale

Q2.

Q3.

Soit x > 0. On a par 'inégalité triangulaire :

0<lo@) < [Tflae< s [Talfola = [C1@la

+oo

Comme l'intégrale /
0

la continuité par morceaux sur [0, 1] suffit). Donc, par le théoreme des gendarmes :

f(t)dt converge absolument, on a : lin% / |f(t)|dt = 0 (argument massue :
Tr—r 0
lim g(x) = 0.

On suit I'indication de 1’énoncé. Nous allons utiliser le théoreme de convergence dominée a para-
metre continu. Posons :

1
V(e,t) €RL X Ry, Alw,t) = —tf(H) 1o (0)

Le nom de cette fonction n’est pas a confondre avec la fonction h de I’énoncé (de toute fagon, nous
n’utiliserons plus cette fonction (z,t) — h(x,t) dans les questions suivantes). Alors :

— pour tout x € R*, I'application ¢ — h(z,t) est continue par morceaux sur R ;

1



Mathématiques I MP & MPI Centrale-Supélec 2024, corrigé

Q4.

— pour tout t € Ry et pour tout x au voisinage de +00, on a x > t et donc : h(z,t) = itf(t),
ce dont on déduit immédiatement :

lim h(x,t) =0,

r—r-+00

et 'application ¢ +— 0 est bien stir continue par morceaux sur R, ;
— pour tout (z,t) € RY xR, on a:

|h(z, )] < |f(t)]; (HYPOTHESE DE DOMINATION)

en effet, soit = < ¢, et dans ce cas h(z,t) = 0 a cause de la présence de la fonction indicatrice :
auquel cas I'inégalité ci-dessus est triviale; soit x > ¢, ce qui permet de majorer i par 1, et

donne le majorant ci-dessus.
L’application |f| étant intégrable sur Ry (car f 'est par hypothese), les hypotheéses du théoréeme
de convergence dominée a parametre continu sont vérifiées. Cela implique plus particulierement :

+o00o +o00
lim g(z) = lim h(z,t)dt = / 0dt = 0.
0

r—r400 rz——+o0 Jo
x
Posons : Vo € Ry, F(z) = /0 tf(t)dt. Soit = € R’ . Pour éclairer la démonstration, je suppose

d’abord que f est continue, puis explique ci-bas comment adapter la démonstration dans le cas
continu par morceaux.

oo v Bt
L’application h est continue sur |0, +oo[. Intégrons par parties I'intégrale / h(t)dt = / t<2 )dt,
0 0
en intégrant ¢ — ¢ (qui est continue) et en dérivant F (qui est de classe C! et de dérivée x — x f(x),
avec I'hypotheése additionnelle ci-dessus). On a par les deux questions précédentes :
F F
lim — (z) =lim —¢g(z) =0, lim — (z) = lim —g(z) =0,

z—0 €T z—0 T—+00 €T T—4-00

Foo ‘oo FU(t
donc par la formule de l'intégration par parties les intégrales / h(t)dt et / —t()dt =
0 0

— f(t)dt sont de méme nature. Or la seconde converge puisque f est intégrable sur R, par

hypothese, donc la premiere aussi. On a de plus :

/0+Ooh(t)dt:l—F<t>roo+ T )t = / £t)

t 1o

d’ou le résultat.

Expliquons maintenant comment adapter la démonstration dans le cas ou f est seulement continue
par morceaux sur R, : I’ensemble I de ses points de discontinuité sur R, est au plus dénombrable,
par définition méme de la continuité par morceaux (il y a un nombre fini de points de discontinuité
dans tout segment inclus dans R ), et de plus chacun de ces points est isolé. Cela permet de décrire
I'ensemble de ces points de discontinuité par une suite strictement croissante (a;);er avec I de la
forme I = [1,n] ou I = N. Pour alléger la rédaction, faisons comme si l'on avait I = N (mais le
raisonnement n’est guere différent dans le premier cas).

Ceci étant dit, on sait démontrer que F' est continue sur Ry (il suffit d’écrire F'(z + h) — F(x) =

z+h
/ tf(t)dt et d’utiliser le fait qu'une fonction continue par morceaux soit localement bornée, pour
x

IS5
T s o) P
[x—1,z+1]NR 4

exemple). Cela permet déja d’assurer la continuité de h sur R*. (et donc son intégrabilité locale).

montrer que cette quantité est inférieure a € en valeur absolue deés que |h| < 7
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De plus, la restriction de F': z — / tf(t)dt a [a;, a;41] est de classe C! (et ce, méme si f a des
0

discontinuités sur [0, z] pour = €]a;, ai1]), et sa dérivée est z — zf;(z), ot f; est le prolongement
continu de f a [a;, a;41]. 1l suffit pour cela d’imiter la démonstration dans le cas continu. En effet,
pour tout x €|a;, a;11] et tout h € R* tel que x + h €]a;, a;41[, on a :

fe+h=FE) _ xﬁw)‘ B ’ ) - afaa

1
<=
h

x+h ~
[ et = st an

La valeur absolue semblant superflue sur I'intégrale est 1a pour englober le cas ou x + h < x.
Comme t — tf;(t) est continue en = € [a;, a;11], il existe > 0 tel que pour tout t €]a;, aiyi|
vérifiant |t — x| <n, on ait : |tf(t) — xfi(x)| < e. Ceci permet d’achever le calcul :

‘F(m +h) — F(x) /Hh dt‘ .

h
Ceci montre que F est dérivable en tout = €a;, a;41[ et que sa dérivée est = — xfi(z). Cette
dérivée est continue, donc F' est de classe C! sur [a;, a;11]. Ainsi on peut intégrer par parties sur
[a;, a;+1] comme dans le cas avantageux traité en premier. On obtient :

[ niar = [‘F@] - [ - l_Ff)] e [ o

_ l_.F(t)] Ai+1 N /t.zi+1 f(t)dt

E
Sq

— afi(x)

t o
ot la simplification de f; en f tient compte de Pomission des points isolés dans la valeur d’une
intégrale.
On fait de méme si besoin sur [0, ag], puis on somme pour obtenir I'intégrale sur [0, +oo[ grace &
la relation de Chasles. Les termes entre crochets forment une somme télescopique, dont la valeur

est {—@];—m = 0. D’ou le résultat.

S’il y a un nombre fini de points de discontinuité, le raisonnement est le méme, a ceci pres qu’il faut
également intégrer par parties 'intégrale sur [a,, +00], ol a,, est le dernier point de discontinuité
de f.

Remarque. La positivité de f suffit dans toute cette partie. L’hypothese de stricte positivité est
superflue (mais elle ne I’est pas dans la partie suivante).

I.B — Démonstration de l’inégalité de Knopp

Q5.

Soit x > 0. On aimerait appliquer la question Q 1 avec ¢ = exp et t — In(¢f(t)) (et non pas Inof,
qui ne donnerait pas tf(t) dans l'intégrale majorante). Le probleme est que t +— In(tf(t)) n’est
pas continue sur [0, z] parce que 'argument du logarithme s’annule en 0. Pas grave : nous allons
raisonner sur [a, z| et passer a la limite.

Soit a €]0, z[. L’application t — In(tf(t)) est continue par morceaux sur [a,z], par composition
de t — tf(t) (continue par morceaux sur RY et a valeurs dans R* ) et du logarithme (continu sur
R% ). Comme, de plus, 'exponentielle est continue sur [a,z] et convexe car exp” = exp > 0, on
peut appliquer la question Q 1 pour obtenir :

exp (- — [ mteswnar) < xi@/ exp(In(tf(1)))dt = —

r —a

/a i F()at.

x
Notons que 'intégrale / In(tf(t))dt converge absolument donc converge : I'intégrande est continu

sur |0, x] et comme f est strictement positive, on a :

In(tf(t) = (tf(0) + o () = In(t) +In(f(0)) + (1 + o (1)) ~ In(t).

t—0
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Q6.

Or il est classique de démontrer que le logarithme est intégrable au voisinage de 0 : il est continu
sur |0, z] et dominé par la fonction de Riemann ¢ — %, qui est intégrable au voisinage de 0 car

d’exposant % < 1. Par comparaison, on a la convergence absolue annoncée.
Quand a — 0, on a alors :

exp (i /0 ’ ln(tf(t))dt> < ; /0 “f()ar. 2)

X
Pour I'étudiant perplexe vis-a-vis de la continuité de a > / tf(t)dt, a cause de la continuité par

morceauxr de I'intégrande : nous le renvoyons a la fin de la élzuestion Q4.
Or : . . .
/ In(tf(t))dt = / In(t)dt + / In(f(t))dt,
0 0 0

ol la premiere intégrale converge comme nous l'avons rappelé plus haut. De plus on sait montrer,

via une intégration par parties classique (ot 'on dérive le logarithme et intégre la fonction constante

égale a 1; le théoreme des croissances comparées assure que le terme entre crochets [t1n(t)]; =

xIn(z) — %i_r)%tln(t) est correctement défini), que :

/OgC In(t)dt = zln(z) — =,

donc :

exp (i /OJC ln(tf(t))dt> = exp (W) exp <1 /Ox ln(f(t))dt) S exp (1 /OJC ln(f(t))dt) :

xz (& T

L’inégalité (2) donne donc, apres multiplication par £ >0 :

oo (5 [mrnar) < 5 [erwar

T

d’ou le résultat.

1 T
L’application x — exp < / In(tf (t))dt) est continue sur R’ par composition de fonctions conti-
x Jo

nues (pour la continuité de x +— [ In(tf(t))dt, je renvoie a la fin de la résolution de la question
0

Q 4). Justifions son intégrabilité. Comme c’est une fonction positive, cela équivaut a la convergence
de son intégrale sur R* . On a par la question précédente :

/0+°° exp (i /O ln(tf(t))dt> dr < /O+°O (; /Ox tf(t)dt) de.

Avec les notations de la partie I.A.2), qu'on peut appliquer au vu des hypotheses sur f, cette
inégalité équivaut a :
+o00 ]_ x “+oo
/ exp </ ln(tf(t))dt) dz < e/ h(z)dz.
0 x Jo 0

“+oo

Or nous avons montré a la question Q 4 que l'intégrale / h(z)dz converge. Donc :
0

/0+°° exp (; /Ox 1n(tf(t))dt> dr < +o0,

+o0 1 T
ce qui montre que l'intégrale / exp < / In(tf (t))dt) dx converge. Par ailleurs, toujours par
0 x Jo

la question Q 4, 'inégalité ci-dessus peut se réécrire :

[ e CE [ mr@yar)de<e [ paar,

d’ou le résultat.
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1.C —
Q.

Qs.

Qo.

Application a l’inégalité de Carlemann

Le cas k = 1 étant trivial, nous supposons k > 2. L’application vy est dérivable sur [k — 1, k], de
dérivée :

T —% <len(ai) + In(ag)(1 — k)) ;

X

or la décroissance de la suite (a,),>1 permet d’écrire : Vi € [1,k — 1], In(a;) > In(ay), donc :

Ve e[k —1,k], v (z)< 1 (iln(ak) + In(ag)(1 — k)) =0,

2

donc vy, décroit sur [k — 1, k| et sa valeur minimale est en k : d’ou le résultat.

Soit k € N\ {0}. L’application f est en escalier donc continue par morceaux, et l'intégrale de
I’énoncé existe par la question Q6 : l'intégrabilité sur un intervalle implique l'intégrabilité sur
tout sous-intervalle. De plus, par la relation de Chasles :

Vo e [k— 1,4, /0 ))dt = Z/l Nt + [ n(f(6)de

k—1

—Z/ n(a;)dt + [ In(ap)dt
i—1

k—1

= Zl In(a;) + (x — (k — 1)) In(ax)
= zug(x).

Cette expression est aussi valable pour £ = 1, avec la convention habituelle sur les sommes vides.

En utilisant la décroissance de v sur [k — 1, k] démontrée a la question précédente, on a donc :

/’:1 exp (i /Ox 1n(tf(t))dt> dz = /k exp (vg(x)) da > /’:1 exp(v(k))du,

k
Z n(a;). D’ou le résultat :

/kl exp (; /Or ln(tf(t))dt> dx > / exp ( Zln a; > T = exp (; gln(ai)> .

Supposons que (ax)r>1 est une suite décroissante de réels strictement positifs telle que la série
Z ay converge. En utilisant la question précédente, on a :

/0+00 exp (i /Ox ln(tf(t))dt) der = ;ij/: exp (; /OI ln(tf(t))dt> dz

> :zjexp (,1@ z; ln(ai)> (Q8)

or : v(k)

1

(1)
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Q 10.

mais aussi, sous réserve de vérification des hypotheses de la question Q6 :

/;OO exp (i /Ox ln(tf(t))dt) dz < e/+°° f(x)de Q6)

Pour utiliser la question Q 6, nous avons a priori besoin que f soit intégrable sur R, (les autres
hypotheses étant manifestement vérifiées). C’est bien le fait, puisque f est positive, et que dans
ce cas la relation de Chasles est vraie sans hypothese de convergence, ce que d’ailleurs nous avons

400 +o00

utilisé ci-dessus pour montrer : / f(z)dx = Z ay. Or cette somme est finie puisque nous avons
0 k=1

supposé la convergence de la série Z ay : d’ou le résultat.

k>1
Nous allons nous ramener a une suite décroissante (ap(k))r=1, ot ¢ : N\ {0} — N\ {0} est une
bijection. L’idée est de prendre pour valeurs le maximum de la suite (ag)x>1, puis la deuxiéme plus
grande valeur de cette suite, etc. Pour cela, encore faut-il que ces maximums existent. Cet aspect
étant technique voire techniciste, mettons-le de c6té pour le moment : admettons provisoirement
I'existence d'une bijection ¢ : N\ {0} — N\ {0} telle que (apm))r=1 soit une suite strictement
décroissante de réels positifs. On peut alors lui appliquer la question précédente :

+o0 k % +o0
> ( %(z’)) <e aum).
1 k=1

k=1 \i=

Or on sait (par la théorie des familles sommables) que pour une somme de réels positifs, la formule

+o0o +oo
du changement de variable implique : Z Agp(ky = Z ay. De plus, le fait que ay(1), . . ., apx) soient les
k=1 k=1

k k
k plus grandes valeurs de la suite (ay)g>1 implique : V& € N\ {0}, ] a; < J] ap)- La majoration
i=1 i=1
ci-dessus implique donc :

1
+oo k & +o00
> (o) <c3a
k=1 \i=1 k=1
d’ou le résultat.

Justifions a présent I'existence de ¢. Comme la série Z aj converge, la suite de réels strictement
k=1

positifs (ag)g>1 converge vers 0. Il existe donc N € N tel que pour tout entier £ > N, on ait :

ap < aj. Notons que N > 2, puisque a; n’est pas strictement inférieur a lui-méme. L’ensemble

{ar | k € [1, N — 1]} étant non vide, il admet un maximum, et ce maximum doit étre le maximum

de la suite (ax)r>1 (puisque a; majore tous les termes a; avec k > N, les indices k£ > N ne peuvent

réaliser le maximum). Ainsi :

max {ay | k € N\ {0}} = max{ax | k € [1,N — 1]}

existe. On pose ¢(1) égal au plus petit indice k qui réalise ce maximum.
Par un argument similaire, ott I'on remplace a; par min(as, a,(1)), le maximum suivant existe :

max{a; | k € N\ {0,p(1)}}.
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On pose ¢(2) égal au plus petit indice k qui réalise ce maximum. On construit ainsi une bijection
¢ : N\ {0} — N\ {0} par récurrence, en posant ¢(n) égal au plus petit indice k réalisant le
maximum de :

{ar [ k€ NN{O,9(1),...,0(n—1)}}

Par construction, I'application ¢ est injective (en effet, pour tout n entier naturel non nul, I'image
par ¢ de n est différente des images par ¢ des entiers antérieurs). La surjectivité est facile a
appréhender, moins a écrire rigoureusement. Soit ky € N\ {0} un entier dont on veut construire
un antécédent par . Notons Ay, le nombre d’indices k tels que a, = ay,. L’ensemble {¢ € N\ {0} |
ag > ay,} est fini par un argument similaire a ceux employés ci-dessus, et si I'on note N son
cardinal, alors :

{o(), . o(N)} = {0 € N\ {0} | ar > a,}-

Cela découle a la fois du fait que le maximum de la suite (ay)x>1 soit parmi les a, tels que ay > ay,,
et de la définition par récurrence de l'application . Toujours d’apres cette définition, on doit
avoir (N + 1) = ay, : en effet, comme a,(nv41) est la plus grande valeur de la suite (ag)i>1
apres avoir exclu les N plus grandes (avec répétitions éventuelles), et que ay, n’en fait pas partie
par I'égalité ensembliste ci-dessus, on a : ay(n41) = ag,. Mais on a aussi ayn4+1) < ag, puisque
(N +1) € {p(1),...,0(N)}, dou I'égalité.

Cela ne prouve pas encore que kg admet un antécédent par ¢ : il suffit de dire que, toujours par
construction de ¢ et définition de Ay, on doit avoir : ay(n41) = Gpn42) = -+ = Ap(N+A,) = ko)
et Ap(Ntay+1) < kg - cela fournit A, + 1 antécédents par la suite (ag)r>1 de ag,, or il doit y avoir
Ay, antécédents : ce n’est possible que s’il existe i € [1, Ag,] tel que (N +i) = kg, donc ko admet
un antécédent. On a montré la surjectivité de ¢, et donc sa bijectivité, et de plus la suite (agk))r>1
est clairement décroissante : d’ou le résultat.

IT - Inégalité de Carleman

II.A — Inégalité arithmético-géométrique

Q11.

Q12.

Soit x = (z1,...,2,) € U,. Pour tout ¢ € [1,n] on a :

0.0@) = [T =12 a9y =1,
k=1 ¢
ki
donc : 1
Vi = 1@ (5) V) = (e

Puisque f est polynomiale, elle est continue sur X, qui est un ensemble compact non vide car :

— fermé en tant qu’intersection des fermés U, et X, = g;'({0}) — notons que g, est continue
pour la méme raison que f —;

— borné puisque inclus dans la sphére de centre 0 et de rayon 1 pour la norme 1 : en effet, si

_ n n
x € U, alors gs(z) = 0 si et seulement si Y |zx] = X o = s.
k=1 k=1
— inclus dans R" qui est un R-espace vectoriel normé de dimension finie (ce qui assure que les

fermés bornés et les compacts coincident) ;
— non vide puisque z¢ = (%, c %) €U, et ona: gs(xg) =0, donc zg € X;.

Par le théoreme des bornes atteintes, fx, atteint un maximum sur X;.

Soit a € X, un point ou ce maximum est atteint. Justifions que a n’est pas sur la frontiere de U,,.
Le cas échéant, a aurait une coordonnée nulle, et donc : f(a) = 0. Or, si 'on reprend le vecteur

n

xo défini ci-dessus, on a : f (zg) = (%) > 0, ce qui contredirait la maximalité de f(a) : absurde.
Ceci montre que 'on a : a € X, NU,.
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Q13.

Q 14.

Par le théoreme des extremums liés appliqué aux fonctions fiy, et gy, , dont les hypotheses sont
vérifiées d’apres la question précédente, il existe A € R tel que : Vf(a) = AVg(a). Cest-a-dire,
d’apres la question Q11 :

f(a)

i

=\

Vi € [1,n],

De plus A > 0 puisque f(a) > 0 d’apres le raisonnement de la question précédente (et a; > 0 car
a € U,), d’ou le résultat.

n
La question précédente montre que l'on a : a; = --- = a,,. Comme : > a;, = s, il en résulte :
i=1

S

Vk 1 = —.
S [[ 7n]]7 Qg n

Or on rappelle que a = (aq,...,a,) est un point ou est atteint le maximum de la restriction de f
a X;. Pour tout = (z1,...,2,) € X5 on a donc : f(x) < f(a), c’est-a-dire :

n g\ ™ 1. n

IT z < () = (Zm) :

k=1 n k=1
et 'inégalité arithmético-géométrique en découle apres extraction de la racine n®, d’abord pour
(x1,...,2,) € Xs. La limitation de 1’énoncé a = € U,, N X, est inutile.
Si (x1,...,2,) € (Ry)™, notons d’abord que l'inégalité arithmético-géométrique est triviale si
n
>z = 0. En effet, le cas échéant, on a x = 0 pour tout k € [1,n] (une somme de réels positifs

k=1
est nulle seulement si chaque terme est nul), et I'inégalité arithmético-géométrique équivaut alors
a:0<o0.
n
Supposons donc : Y. xp > 0, et notons s la valeur de cette somme. Alors x € X, et donc, par le
k=1
w1,
< — Z x. D’ou le résultat.

n
raisonnement qui précede : (H xk>
k=1 k=1

II.B — Démonstration de l’inégalité de Carleman

Q15.

Q 16.

Le gradient de h,, est le méme que celui de g5 dans la partie précédente : Vo = (z1,...,x,) € Uy,
Vh,(z)=(1,...,1). Seul celui de F,, mérite réflexion. Pour celui, il suffit de calculer celui de :

; 1/¢
fo:xz— (H wk>
k=1

pour tout £ € [1,n]. On a :
1
£

¢

T xx si1 </,
k=1

ki

Sl

1
Ve e [1,n], Vi€ [1,n], Yo = (21,...,2,) € Un, Oife(z) =4 77

0 sii >4,
donc pour tout = = (z1,...,2,) € U, on a :

1
£ 1

n n 1 l_l YA 1 n 1 ¢ £
VF,(z)=Y_0:f = ine [J B | > 7 [ 2
—1 1<i<n =i %;1 Pl=i k=l 1<i<n

1<isn

C’est le méme argument que dans la question Q 12, mutatis mutandis.

8
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Q17.

Q18.

Q 19.

Q 20.

C’est le méme raisonnement que dans la question Q 17. Par le théoréme des extremums liés appli-
qué aux fonctions Fy,y, et hyy,, dont les hypotheses sont vérifiées d’apres la question précédente
et par le fait admis dans 'énoncé que a € U, NU,, il existe A € R tel que : VF,(a) = A\Vh,(a).
C’est-a-dire, d’apres la question Q15 :

l
Vi € [1,n], iz <H ak) =
Qi g=;
Cette égalité implique directement que A > 0. 911 obtient les égalités de 1’énoncé en multipliant
cette égalité par a; et en notant que (H ay e =~ pour tout ¢ € [1,n] (I'égalité f:l a; = 1
provient simplement de ’appartenance dke::z a H,), d’ou le résultat. .
En sommant les n premieres égalités de la question précédente, et en constatant que % apparait

¢ fois dans le membre de gauche pour tout ¢ € [1,n], on obtient :
2:1 =1

De plus, par définition de F;, et des 7;, on a : i ve = F,(a) = M, ce qui donne la propriété (a) de
(=1

I’énoncé. Montrons la propriété (b). Le cas k = n découle immédiatement de 1’égalité I _ Ay,
n

qui donne : 7, = Ana,. Si k € [1,n — 1] alors, en soustrayant les deux égalités :

on a: % = Aay — agy1), donc :

= )\k(ak — ak+1) = \k (1 - ak+1> ap = )\wkak,

d’ott le résultat.
Soit k € N. On sait que 'on a : Vu €] — 1, 4o00], In(1 4+ u) < u, donc :

k+ 2\ 1 1
ey - Din(1+—)) < ). — ) —e,
<k+1> eXp(“” )n( +k:+1)> eXp((lH ) k+1) ‘

d’ou le résultat en passant a l'inverse.

gh! 11 < k
Ona:w; = —— = — < —. Montrons a présent : Vk € [1,n], wp < ——
! aA N e P [1n], @i < k+1
cas k = 1 vient d’étre traité, puisque : e > 2 (la calculatrice était autorisée pour cette épreuve, en
cas d’oubli inexplicable sur les valeurs approchées de e ; on peut aussi déduire cette minoration de
+00 1
Iégalité : e = 2 + Z

, par récurrence sur k. Le

k
Soit k € [1,n — 1]. On suppose : wy, < 1 Suivons l'indication de 1’énoncé. On a :

k+1
k+1 __

Te+1 = H Ay = Q41 H a; = ak+17k7
=1 =1

et donc :

w = = = =
k+1 PREp s k1 ,k k1 k
MNtla 7y Aag, Aagy, A

k+1 k k, kK k k
B+l V1 V& Nwpap — wy ( ag )

Ak+1
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Q21.

Q 22.

Uht1 _ | Wk
Qg k

k —k
- (o)

Cette identité permet d’utiliser I’hypothese de récurrence. On a, par croissance de l'application

r (1—2) % sur [0,1]
1( k" 1 \7*
k‘+1<7 o 1_)
wml\x<k+1>< k+1)

1 1 1 k+1
or — < — d’apres I’hypothese absurde, et d’apres la question précédente on a : — < <+> ,
e e

A k+2
i (R A ’“<1_ 1 )"f_ g1\
LS\ k42 k41 E+1 T \k+2 ’

donc :
d’ou le résultat au rang k + 1 apres extraction de la racine (k4 1)¢. L’inégalité est héréditaire.

Or, par définition de wy, pour K <n—1,0n a :

Par principe de récurrence : Vk € [1,n], wp < e

n
Par la question précédente, on a : n = w, < ——, donc : n < 0. C’est absurde par hypothese sur
n

+1’
n, qui est un entier naturel non nul. Par ’absurde, on a donc : A < e (en regardant de pres, on a

méme A\ < e).
Concluons. Si x = (z1,...,x,) € (Ry)" vérifie Z x; = 1, c’est-a-dire appartient a U, N H,, on a :

F,(z) < M, donc par la propriété (a) de la questlon Q18 on a:

n k %
> (H x) <A <e,
k=1

d’ott le résultat. Se restreindre & x € (R*)" est superflu, tant que = € U, N H,,.

Soit (zk)k>1 une suite de réels strictement positifs telle que la série Zxk converge. Pour tout

k>1
n € N\ {0}, en appliquant la question précédente au vecteur —— (1, ..., x,) qui appartient bien
>z
i=1
a H,, ona:
k %
n (‘H1 xz)
1=
D
k=1 >
i=1
donc :

n k n +o00
Z(sz> <eZmi<eri<+oo.
i=1

k=1 i=1 =1

La série a termes positifs Z (H :m) est majorée, donc elle converge. En prenant la limite quand
k>1
n — +oo dans l'inégalité ci-dessus, on obtient enfin I'inégalité de Carleman :

+o0o % +o0
Z (H xz> <e Z Z;.
k=1 i=1

10
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III - Inégalité de Carleman-Yang

III.A — Un développement en série entiére

Q 23.

Q 24.

Q25.

Soit ¢ non nul au voisinage de 0. On a : 1 —¢ > 0, ce qui permet d’écrire :
SO(t> _ e(l—%)ln(l—t)’

or :

1 t—1 1
(1_t> In(1 =) = == In(l 1) ~ =5 (1) = 1

t—0
donc, par continuité de 'exponentielle : %Ln% ©(t) = e. Ainsi ¢ se prolonge par continuité en 0 en
posant : p(0) = e.
On montre : Vn € N\ {0}, |b,| < 1, par récurrence forte sur n. Pour n = 1 le résultat est trivial
vu que by = —1.
Soit n € N\ {0}. On suppose : Vk € [1,n], |bg] < 1. Alors :

1 n+1 1 1 n+1 1 1 n+1
bpi1| = bn_k| < bp k| <—— > 1-1=1,
bl n+1kz::1k+1 ’“\n+1k§k+1| ’“|\n+1,§1

d’ou le résultat au rang n + 1.

Par principe de récurrence, on a le résultat pour tout n € N\ {0}. Par le théoréme de comparaison

des séries entieres, le rayon de convergence R de la série entiere Z bitt est supérieur ou égal &
k>0

celui de la série entiere géométrique Z t* donc : R > 1.
k=0

Considérons d’abord t €] — 1, 1[\{0}. L’expression ¢(t) = e(1=1) 01D equre que ¢ est dérivable
en tout point non nul de | — 1, 1[ et qu'on a :

S(t) = [m(l—t) _ (1 _ 1> 1 ] (1=3) (1t _ [ln(l—@ N 1] ()

12 t) 1—t 12 t

Le développement en série entiere de ¢ — In(1 — t) est connu. On a :

In(1 —¢ 1 1 oo yntl oo yn—l o 4
M"—* <_Z +t>:_z _

12 t —n+1 n:1n+1: —n+2
+o00o n
Ce qui précéde montre que si Pon pose : Vt €] — 1,1, ¢(t) = = > ——t alors :
n=0

Vi €] = LIN{0},  &'(t) = 4(t)e(t).

Justifions que l'identité s’étend en 0. On a, par la question Q 23 et la continuité des fonctions

développables en série entiere : %ir% Y(t)p(t) = —5. De plus ¢ est continue sur | —1,1[ et dérivable
—

sur | — 1,1[\{0}, donc par le théoréme de la limite de la dérivée ¢ est de classe C! sur | — 1,1] et

on a : ¢'(0) = —5. Ainsi I'égalité ci-dessus reste valable pour ¢ = 0.

Comme ) est indéfiniment dérivable sur | — 1, 1[ en tant que fonction développable en série entiere
sur cet intervalle, une récurrence facile partant de l'identité ¢’ = 1 permet de démontrer que ¢
est de classe CF pour tout k € N, et donc que ¢ est de classe C* sur | — 1,1[. De plus, par la
formule de dérivation de Leibniz :

mEN, S0 = ()0 = 3 ()0 10),

k=0

11
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Q 26.

Or une fonction développable en série entiere est égale a la somme de sa série de Taylor, ¢’est-a-

dire :
p®O) 1
o kE+2

Vk € N,

donc :

(n+1) - _ = n k! (n—k)

D’ou le résultat, quitte & changer n en n — 1 (avec n € N\ {0}).

Utilisons la méthode de I’équation différentielle. L’application ¢ est solution du probleme de Cau-

chy :
Y Y-y,
{ y(0) = e (E)

+o0o
Or il en est de méme de 'application f : ¢t — —e Z bit*. En effet, elle est bien dérivable (terme

a terme) sur | — 1, 1], et en effectuant le produit de Cauchy des séries entieres dont les sommes
donnent v et f respectivement (ce qui suit est licite car ces deux séries entieres sont de rayon de
convergence au moins 1) :

el =11 vOf0 =3 (X g )

n=0 \k=0

—+o00 1 n+1 1
= 1) - bpyi—r | "
er;(n+ ) (n+1k§k+1 1 ’“)

= —e Jio(n —+ 1>bn+1tn
n=0
= f'(t).

De plus : f(0) = e. Ainsi f vérifie (E) également. Par I'unicité d’une solution a un probleme de
Cauchy (théoréeme de Cauchy linéaire) on a : ¢ = f, c’est-a-dire :

+o0 +oo
Viel— 11, o(t)=—e) bt =e (1 -3 b,ﬁ) :
k=0 k=1

III.B — Démonstration de l’inégalité de Carleman-Yang

Q 27. Pour tout n € N\ {0} on a, par I'inégalité arithmético-géométrique :

(ﬁ(@kck))i <

k=1

donc, étant donné que ¢; > 0 pour tout k£ € N\ {0} :

S e <ﬁc,.>_’lﬂ

i=1

¥n € N\ {0}, (gak> <

Il suffit alors de sommer cette égalité de n = 1 & +o00 (ce qui est licite méme sans hypothese de
convergence puisque chaque terme général est positif), puis d’utiliser le théoréme de Fubini positif,

12
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pour avoir le résultat :
+o0 n %
(fe) <S5z (o)
n=1 \k=1 n= 1
“+o00 400 1 n
=SS a0 e ([T)

n=1k=1

“+00 +00 n
=33 a0 e (1T)

k=1n=1 =1

400 400 1 n %
=Y taa (H «)

k=1n—k 't i=1

(n+ 1)

pour tout n € N\ {0}. Cela définit bien une

suite de réels strictement positifs. On reconnalt alors un produit télescopique :

Q 28. Conformément a 1’énoncé, on pose ¢, =

+o00 n % +00 +o00 1 1)k n (Z—i-l)l 7%
> (fla) < £ 3 LS00 (155
n=1 \k=1 k=1 n=k =1

+00 400 1 k—i— 1)k

_ZZ ak k-1 '(n+1)71

k=1n—k '
+o00 k+1)kz+oo 1

:Zak Lk—1 nz%n
+oo k+1k+oo<

:Zak Lk—1 z;{
= k:+1
ST
_Za (1_ 1 >1—k—1
e k+1

+00 1
= e (577)-

k=1

(n+
iL n+1>

Par la question Q 27 on a donc, quitte a renommer les indices :

+oo /' n % +oo +oo by,
S ([1a) <eSm(1- £ )

d’ou le résultat.

Q 29. Nous allons démontrer que b, > 0 pour tout n € N\ {0} par récurrence forte sur n. On a :
by = % > 0, ce qui initialise la propriété.
Passons a I'hérédité. Soit n € N\ {0}. On suppose : Vk € [1,n], by > 0. D’apres la relation de
récurrence vérifiée par cette suite, on a :

n+1b n b
1bn _ _ n+1fk:_ 7]6
(n+ 1)bn kz::lkJrl ];)n—k—i-Q

13
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On a une relation analogue pour nb,. On en déduit :

(n + 2)b, "‘1< n+1 n+ 2 )
2 )by — nb, = ——F— — b
(n+2)(n+ Dbyr — (n+ 1)n R DY Py py i sy L
(n+2)b, =2 k+1
= 7 1 b
2 g(n—k)(n—mn’“
>_(n+2)bn

On en déduit :

2(n+1)n—(n+2)b B 2n2+n—2b

Or le polynoéme 2X? + X — 2 a pour discriminant A = 17 > (. Ses racines sont donc _12‘/ﬁ et
’1%@ <0.0na:

—1+v17T —14+v25
< 5
4 4
¢’est-a-dire : 1+‘ﬁ < 1. On en déduit que pour tout n > 1, on a : 2n® +n — 2 > 0. L’inégalité
ci-dessus imphque donc : b,11 = 0, ce qui clot I’hérédité.

Ainsi on a b, > 0 pour tout n € N\ {0} par principe de récurrence, et I'inégalité est stricte pour
au moins une valeur de n (par exemple by = % > 0; en fait, la récurrence ci-dessus montre que b,
est strictement positif pour tout n non nul). Cela prouve :

+o0 b

en;lan <1 Z(n+1 ><eZan,

1

et donc que I'inégalité de Carleman-Yang fournit un meilleur majorant de Z <H ak) que celle
n=1 =1
de Carleman.
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