
MP - Lycée Chrestien de Troyes
Colle 12

Semaine du lundi 05/01

Planche de préparation pour les écrits FFF

L’examinateur vous proposera les extraits de son choix. Tous sont extraits de sujets de concours : on s’appliquera à
mettre en avant ses idées, les résultats du cours cachés derrière chaque question et à rédiger avec rigueur.

L’interrogation se fera donc en deux temps :

1. Présentation d’un ou deux extraits de cette planche [45 min]

2. Puis, vous résoudrez un exercice proposé (*) par l’examinateur : on s’appliquera à échanger avec lui, à mettre en avant
ses idées, les résultats du cours et à rédiger avec rigueur... attention, votre tableau reflète beaucoup de choses !

(*) parmi les thèmes abordés depuis le début de l’année.

Exercice 1 (transformée de Fourier et produit de convolution). extrait du concours Centrale 2021 - MP [ ]
Dans cette partie,
− pour k ∈ N, on dit qu’une fonction f de R dans C est de classe Ck si elle est k fois dérivable sur R, de dérivée k -ième
continue sur R( si k = 0, f est continue ); on dit que f est C∞ si f est Ck pour tout k ∈ N. On note Ck(R) (respectivement
C∞(R)) l’ensemble des fonctions de classe Ck (respectivement C∞) sur R; − on note L1(R) l’ensemble des fonctions de R
dans C continues et intégrables sur R;

− pour f ∈ L1(R), on note ‖f‖1 =

∫ +∞

−∞
|f(t)|dt .

− on note L∞(R) l’ensemble des fonctions de R dans C continues et bornées sur R;
− pour f ∈ L∞(R), on note ‖f‖∞ = supx∈R |f(x)|.

On admet que L1(R), L∞(R) et Ck(R)(k ∈ N) sont des sous-espaces vectoriels de CR. On admet également que f 7→ ‖f‖1
définit une norme sur L1(R) et que f 7→ ‖f‖∞ définit une norme sur L∞(R). On dispose ainsi des espaces vectoriels normés(
L1(R), ‖ · ‖1

)
et (L∞(R), ‖ · ‖∞) .

I Transformée de Fourier d’une fonction

Soit f ∈ L1(R). On appelle transformée de Fourier de f et on note f̂ la fonction définie par une intégrale à paramètre
de R dans C telle que :

∀ξ ∈ R, f̂(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−ixξdx

1. Montrer que, pour toute fonction f ∈ L1(R), f̂ est définie et continue sur R.

2. Montrer que l’application f 7→ f̂ est une application linéaire continue de l’espace vectoriel normé
(
L1(R), ‖ · ‖1

)
dans

l’espace vectoriel normé (L∞(R), ‖ · ‖∞).

3. Soit f ∈ L1(R), λ ∈ R∗+ et soit g la fonction de R dans C telle que g(x) = f(λx) pour tout réel x.

Montrer que g ∈ L1(R) et, pour tout réel ξ, exprimer ĝ(ξ) à l’aide de f̂ , de ξ et de λ.

II Produit de convolution

Si f et g sont deux fonctions continues de R dans C telles que, pour tout x ∈ R, la fonction t 7→ f(t)g(x− t) soit intégrable
sur R, on appelle produit de convolution de f et g, et on note f ∗ g, la fonction de R dans C telle que

∀x ∈ R, (f ∗ g)(x) =

∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t)dt

On suppose désormais et jusqu’à la fin de la sous-partie II.B que f ∈ L1(R) et g ∈ L∞(R).

4. Montrer que f ∗ g est définie sur R et que

∀x ∈ R, (f ∗ g)(x) =

∫ +∞

−∞
f(x− t)g(t)dt = (g ∗ f)(x)

5. Montrer que f ∗ g est bornée et que ‖f ∗ g‖∞ 6 ‖f‖1‖g‖∞.

6. Soit k ∈ N. Montrer que, si g est de classe Ck et si les fonctions g(j) sont bornées pour j ∈ J0, kK, alors f ∗ g est de

classe Ck et (f ∗ g)(k) = f ∗
(
g(k)

)
.

7. On suppose toujours que f ∈ L1(R) et g ∈ L∞(R) et on suppose de plus que g ∈ L1(R) et f ∗ g ∈ L1(R). En admettant
que, pour tout ξ réel,∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
e−ixξf(t)g(x− t)dt

)
dx et

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
e−ixξf(t)g(x− t)dx

)
dt

existent et sont égales, montrer que f̂ ∗ g = f̂ ĝ.
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Exercice 2 (racine carrée d’une matrice symétrique positive). extrait du concours Centrale 2024 - PC [ ]
Dans tout le sujet, K désigne R ou C et q est un entier naturel non nul.
On noteMq(K) l’ensemble des matrices carrées de taille q à coefficients dans K; on note Iq la matrice identité dansMq(K) et
P> la transposée d’une matrice P . On note Sq(R) l’ensemble des matrices symétriques appartenant àMq(R). On note O(q)
le sous-ensemble de Mq(R) constitué des matrices orthogonales, c’est-à-dire des matrices P ∈Mq(R) vérifiant P>P = Iq.

I.A Approximation de
√
a

Soit a ∈ R+. On définit la suite (un)n∈N par : u0 = 1

∀n ∈ N, un+1 =
1

2

(
un +

a

un

)
1. Montrer par récurrence sur n ∈ N, que, pour tout n ∈ N, un est bien défini et que un > 0.

2. Pour tout n ∈ N, donner une expression de u2
n+1 − a faisant intervenir (u2

n − a)2. En déduire que, pour tout n > 1,
un >

√
a.

3. Montrer que (un)n∈N converge vers
√
a.

I.B Existence et unicité d’une racine carrée symétrique positive

On note S+
q (R) l’ensemble des matrices symétriques positives de Mq(R), c’est-à-dire des matrices M ∈ Sq(R) vérifiant

X>MX > 0 pour toute matrice colonne X ∈Mq,1(R).
Dans toute cette partie, étant donnée une matrice M ∈ Mq(R), on appelle racine carrée de M toute matrice B ∈ Mq(R)
telle que B2 = M .

4. Soit M ∈ Sq(R), on note Sp(M) le spectre de M . Montrer que M ∈ S+
q (R)⇔ Sp(M) ⊂ R+.

5. Soit M ∈ S+
q (R). Déterminer une matrice B ∈ S+

q (R) telle que B2 = M .

6. Montrer que B est la seule racine carrée de M appartenant à S+
q (R).

On note alors de façon abusive
√
M l’unique racine carrée symétrique positive de M .

I.C Une méthode de Héron d’Alexandrie matricielle

Soit M ∈ S+
q (R). On note λ1, . . . , λn les valeurs propres de M comptées avec multiplicité. On rappelle que, d’après le

théorème spectral, il existe une matrice P ∈ O(q) telle que

M = P diag(λ1, . . . , λq)P
>

On rappelle de plus que, pour tout réel a > 0, la suite (cn(a))n∈N définie par la relation :

{
c0(a) = 1

∀n ∈ N, cn+1(a) = 1
2

(
cn(a) + a

cn(a)

)
est à valeurs strictement positives et converge vers

√
a. On pose alors :{

M0 = Iq

∀n ∈ N, Mn+1 =
1

2

(
Mn +MM−1

n

)
.

7. Montrer, par récurrence sur n ∈ N que, pour tout n ∈ N, Mn est bien définie et que

Mn = P diag
(
cn(λ1), . . . , cn(λq)

)
P>

8. En déduire que la suite (Mn)n∈N converge vers
√
M .

Exercice 3 (norme subordonnée et décomposition spectrale). extrait du concours Mines-Ponts 2023 - MP [ ]
Dans tout le problème, n désigne un entier naturel non nul. On note 〈.|.〉 le produit scalaire usuel de Kn, K pouvant être R
ou C, et ‖.‖ la norme euclidienne associée.
Si u et v sont deux applications linéaires pour lesquelles la notation u ◦ v a un sens, alors on note uv l’application u ◦ v. De
plus, si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel E et k est un entier naturel non nul, uk désigne l’application u◦ · · · ◦u,
où u apparâıt k fois dans l’écriture. Par convention u0 = id.

Soit E un sous-espace vectoriel de Kn. Soit u un endomorphisme de E.

1. Après avoir justifié l’existence des bornes supérieures, montrer que :

sup
x∈E
x 6=0

‖u(x)‖
‖x‖ = sup

x∈E
‖x‖=1

‖u(x)‖.
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2. On note |||u||| = sup
x∈E
x 6=0

‖u(x)‖
‖x‖ . Montrer que ||| · ||| est une norme sur L(E).

3. Montrer qu’il s’agit d’une norme sous-multiplicative, c’est-à-dire que:

∀(u, v) ∈ L(E)2, |||uv||| 6 |||u|||.|||v|||

et en déduire une majoration de |||uk|||, pour tout entier naturel k, en fonction de ‖u‖ et de lentier k.

Dans cette partie, a désigne un endomorphisme de Cn.

4. Montrer qu’il existe un entier naturel non nul r, des nombres complexes distincts λ1, λ2, . . ., λr, ainsi que des entiers
naturels non nuls m1,m2, . . . ,mr, tels que :

Cn =

r⊕
i=1

Ei

où pour i ∈ J1; rK, Ei = Ker (a− λiidCn)mi .

D’après la question précédente, si x est un élément de Cn, il existe un unique r-uplet (x1, . . . , xr) ∈ E1 × · · · × Er tel que

x =
r∑
i=1

xi. Fixons à présent i ∈ J1; rK. On définit alors les endomorphismes :

pi :

∣∣∣∣ Cn −→ Ei
x 7−→ xi

et qi :

∣∣∣∣ Ei −→ Cn
xi 7−→ xi

.

Par ailleurs, on note ||| · |||i la norme sur L (Ei) introduite à la partie A, à savoir

∀u ∈ L (Ei) , |||u|||i = sup
x∈Ei
x 6=0

‖u(x)‖
‖x‖ .

On utilisera la notation ||| · |||c pour L (Cn). Enfin, on notera ai l’endomorphisme piaqi.

5. Montrer que, pour tout i ∈ J1; rK, il existe une constante Ci > 0 telle que :

∀u ∈ L (Ei) , |||qiupi|||c 6 Ci|||u|||i.

6. Montrer que, pour i ∈ J1; rK, Ei est stable par a.

7. Soient (i, j) ∈ J1; rK2. Exprimer piqj puis
r∑
i=1

qipi en fonction des endomorphimes idCn et idEj .

8. Montrer que : a =
r∑
i=1

qiaipi.

9. En déduire que :

∀t ∈ R, eta =

r∑
i=1

qie
taipi

10. Montrer par ailleurs que :

∀i ∈ J1; rK, ∀t ∈ R, |||etai |||i ≤
∣∣∣etλi

∣∣∣mi−1∑
k=0

|t|k

k!
|||ai − λi idEi |||

k
i .

11. En déduire l’existence d’un polynôme P à coefficients réels tel que :

∀t ∈ R, |||eta|||c 6 P (|t|)
r∑
i=1

et Re(λi)

où Re(z) désigne la partie réelle d’un nombre complexe z.

12. Pour toute matriceA ∈Mn(R), on notera uA l’endomorphisme canoniquement associé àA dans Rn et vA l’endomorphisme
de Cn canoniquement associé à A, vue comme une matrice deMn(C). On conservera la notation ||| · |||c pour la norme
introduite à la partie A sur L (Cn) et on utilisera ||| · |||r sur L (Rn). Montrer que :

∀A ∈Mn(R), ∀t ∈ R, |||etuA |||r 6 |||etvA |||c.

Dans la suite de cette partie, on considère u un endomorphisme de Rn, et A ∈ Mn(R) sa matrice dans la base canonique.
On notera par ailleurs, Sp(A) le spectre complexe de A. Notons gx0 : t 7−→ etux0 l’unique solution de classe C1 sur R+ de :{

y′ = u(y)
y(0) = x0

13. Montrer que :
∀x0 ∈ Rn, lim

t→+∞
‖gx0(t)‖ = 0⇐⇒ Sp(A) ⊂ R∗− + iR
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Exercice 4 (étude d’une fonction définie par un produit infini). extrait du concours Centrale 2024 - PC [ ]
On considère dans cette partie :

• a et b deux réels tels que a < b et le segment S = [a, b].

• (fn)n>1 une suite de fonctions définies sur S à valeurs dans ]− 1,+∞[.

• Pour tout n ∈ N? et x ∈ S :

Pn(x) =

n∏
k=1

(1 + fk(x)), Qn(x) =

n∏
k=1

(1 + |fk(x)|), et sous réserve d’existence Rn(x) =

+∞∑
k=n+1

|fk(x)|.

On suppose dans cette sous-partie que (fn)n>1 est une suite de fonctions continues sur S et que la série de fonctions
∑
n>1 |fn]

converge uniformément sur S vers la fonction R0.

1. Montrer qu’il existe M ∈ R?+ tel que, pour tout x ∈ S et n ∈ N?,

Qn+1(x)−Qn(x) 6 eM |fn+1(x)|.

2. Montrer que, pour tout x ∈ S et n ∈ N?,

|Pn+1(x)− Pn(x)| 6 Qn+1(x)−Qn(x).

3. En déduire que la suite de fonctions (Pn)n∈N? converge uniformément sur S vers la fonction P définie sur S par :

P :


S −→ R

x 7−→
+∞∏
n=1

(1 + fn(x))

4. Montrer que la fonction P est continue et ne s’annule pas sur S.

Pour tout x ∈ R?+, on pose f(x) =

+∞∏
n=1

(
1− e−nx

2
)

.

5. Montrer que f est définie et continue sur R?+.

6. Dresser le tableau de variations de f sur R?+ puis calculer les limites de f en 0 et en +∞.

On suppose dans cette sous-partie que (fn)n>1 est une suite de fonctions de classe C1 sur S telle que :

• la série de fonctions
∑
n>1

|fn| converge uniformément sur S.

• la série de fonctions
∑
n>1

f ′n
1 + fn

converge uniformément sur S.

7. Montrer que, pour tout n ∈ N? et x ∈ S,

P ′n(x) = Pn(x)

n∑
k=1

f ′k(x)

1 + fk(x)
.

8. En déduire que la fonction

P :


S −→ R

x 7−→
+∞∏
n=1

(1 + fn(x))

est de classe C1 sur S et que

∀x ∈ S, P
′(x)

P (x)
=

+∞∑
n=1

f ′n(x)

1 + fn(x)

Exercice 5 (autour de la fonction Gamma). extrait du concours Centrale 2024 - PC [ ]
Pour tout x ∈ R?+, on pose :

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt

1. Montrer que Γ est une fonction définie et continue sur R?+.
Pour tout n ∈ N? et tout x ∈ R?+, on pose :

gn(x) =

∫ 1

0

ux−1(1− u)n du
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2. Montrer que, pour tout n ∈ N? et tout x ∈ R?+,

gn(x) =
n!

n∏
k=0

(x+ k)

3. Montrer que, pour tout x ∈ R?+,

lim
n→+∞

∫ n

0

tx−1

(
1− t

n

)n
dt = Γ(x)

4. En déduire que, pour tout x ∈ R?+, Γ(x) = lim
n→+∞

nxn!
n∏
k=0

(x+ k)
.

On admet que pour tout réel x, on a l’égalité (celle-ci a été démontrée dans la partie qui précède cet extrait) :

sin(x) = x

+∞∏
j=1

(
1− x2

(jπ)2

)

5. Soit x ∈]0, 1[. Montrer que Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin(πx)
.

6. Montrer qu’il existe γ ∈ R tel que :
n∑
k=1

1

k
= lnn+ γ + o

n→+∞
(1)

7. En déduire que, pour tout x ∈ R?+,

Γ(x) =
e−γx

x

+∞∏
n=1

e
x
n

(
1 +

x

n

)−1

Exercice 6 (matrices stochastiques à coefficients strictement positifs). extrait du concours Centrale 2021 - PSI
[ ] On considère un graphe orienté fini dont les sommets sont numérotés de 1 à n. Un point se déplace aléatoirement d’un
sommet à un autre en suivant les arêtes du graphe. A chaque étape, le point se déplace du sommet où il se trouve vers l’un
des sommets voisins de façon équiprobable. Ceci entrâıne notamment que la probabilité de passer du sommet i au sommet
j ne dépend pas du rang de l’étape.
Pour 1 ≤ i, j ≤ n, on note ti,j la probabilité que le point passe du sommet i au sommet j. En particulier, on convient que
ti,j est nul s’il n’y a pas d’arête et la matrice (ti,j) est appelée matrice de transition. Pour k ∈ N, on note P (k) le vecteur
ligne constitué des valeurs pki la probabilité que le point soit au sommet i à l’étape de rang k.

Enfin, on donne quelques définitions :

• Soit X = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. On dit que X est une distribution de probabilités si pour tout i ∈ J1, nK, xi ≥ 0 et
x1 + . . .+ xn = 1.

• Soit M ∈Mn(R). On dit que M est une matrice stochastique si chaque ligne est une distribution de probabilités.

I Résultats généraux

1. Justifier que pour tout k ∈ N, p
(k)
1 + . . .+ p

(k)
n = 1.

2. Montrer que pour tout k ∈ N, P (k+1) = P (k)T . En déduire une expression de P (k) en fonction de T , k et P (0).

3. On suppose que la suite de vecteurs (P (k)) converge vers un vecteur P = (p1, . . . , pn). Montrer que PT = P et que
pour tout i ∈ J1, nK, pi ≥ 0 avec p1 + . . .+ pn = 1.

4. Soit M ∈Mn(R) dont tous les coefficients sont positifs ou nuls.

(a) Montrer que M est stochastique si et seulement si MU = U , où U désigne le vecteur colonne constitué que de 1.

(b) Montrer que MN est une matrice stochastique.

(c) Montrer que αM + (1− α)N est une matrice stochastique.

Soit M = (mij) une matrice stochastique de Mn(R) et notons λ une valeur propre réelle ou complexe de M . On pose alors
(u1, . . . , un) les composantes d’un vecteur propre u associé à λ dans la base canonique de Rn.

5. Soit h ∈ J1, nK tel que |uh| = max
1≤i≤n

|ui|. Montrer que |λ−mhh| ≤ 1−mhh. En déduire que |λ| ≤ 1.

6. Soit δ = min
1≤i≤n

mii. Montrer que :

|λ− δ| ≤ 1− δ
Justifier que si tous les termes diagonaux de M sont strictement positifs, alors 1 est la seule valeur propre de M de
module 1.
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On suppose désormais que tous les coeficients mij de la matrice stochastique M sont strictement positifs.

7. Démontrer que dim(Ker(M − In)) = 1.
Si (u1, . . . , un) désigne les composantes réelles d’un vecteur du noyau, on pensera à introduire minui.

II Convergence des itérées

On pose ε = min
1≤i,j≤n

mij et on s’intéresse à la suite des puissances de M . On note alors m
(k)
ij le coefficient de la matrice Mk

situé en position (i, j).

Pour tout j ∈ J1, nK, on pose : α
(k)
j = min

1≤i,j≤n
m

(k)
ij

β
(k)
j = max

1≤i,j≤n
m

(k)
ij

Dans les quatres questions suivantes, on fixe j ∈ J1, nK.

8. Démontrer les inégalités α
(k)
j ≤ α(k+1)

j ≤ β(k+1)
j ≤ β(k)

j .

9. Démontrer qu’il existe un couple (i0, j0) ∈ J1, nK2 tel que :

α
(k+1)
j − α(k)

j ≥ mi0j0(β
(k)
j − α(k)

j )

10. Démontrer qu’il existe un couple (i1, j1) ∈ J1, nK2 tel que :

β
(k)
j − β(k+1)

j ≥ mi1j1(β
(k)
j − α(k)

j )

11. En déduire que β
(k+1)
j − α(k+1)

j ≤ (1− 2ε)(β
(k)
j − α(k)

j ).

12. Démontrer alors que Mk converge vers une matrice stochastique B =

b1 . . . bn
b1 . . . bn
b1 . . . bn

 dont toutes les lignes sont égales.

On note P∞ la ligne (b1, . . . , bn).

13. Démontrer que pour tout i ∈ J1, nK, bi > 0.

14. Etablir que la suite (P k) = (P (0)Mk) converge vers P∞, et ceci quelque que soit la distribution initiale P (0).
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