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Planche de préparation pour les écrits %%

L’objectif de cette planche est de mettre en avant quelques résultats du cours et de les mettre en oeuvre. Il ne s’agit donc
pas d’exercices de recherche et pour lesquels il faut proposer des pistes intelligentes...

Pas du tout, ici je vous demande simplement de faire tourner les théorémes du cours et de soigner la rédaction : cela vous
distinguera des autres candidats !

Exercice 1 (inégalité arithmético-géométrique et inégalité de Carleman).  extrait du concours Centrale 2024 - MP [ ]
La sous-partie II.A établit I'inégalité arithmético-géométrique avec des méthodes de calcul différentiel qui permettent de se|
familiariser avec celles qui seront utilisées dans la sous-partie II.B pour démontrer 'inégalité de Carleman.

Soit n dans N*. On note U, l'ouvert (R%)"™. Son adhérence, notée Un, est (R4 )".

II.A - Inégalité arithmético-géométrique

Soit s > 0. On définit les fonctions f et gs sur U, en posant, pour tout = = (21,...,2s) € Un,

f@)y=T]=r et gs(ﬂc)—<Zxk>—s

On note X, le sous-ensemble de U, constitué des zéros de gs : Xs = {a: €U, | gs(x) = 0}.
1. On admet que f et gs sont de classe C! sur U,. Donner Pexpression de leur gradient en un point z = (z1,...,2,) de U,.

2. Démontrer que la restriction de f & Xs admet un maximum sur X et que ce maximum est en fait atteint sur Xs N U,.
On pourra vérifier que f est strictement positive en certains points de X, NU,.

On note a = (ai,...,an) un élément de X, N U, en lequel la restriction de f & X, atteint son maximum.

3. Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour tout k dans [1,n], ar = %a).

4. Démontrer alors que, pour tout (z1,...,2n) € Un N Xs, (IT0 1:-)1/" <

=17

— > ", @i et en déduire I'inégalité arithmético-
n
géométrique :

n 1/n n
n 1
V(l’l;-..ymn) € (R+) s (Hl‘l) < g E i
i=1 i=1

II.B - Démonstration de l’inégalité de Carleman

On consideére P’application F, de U,, dans R, définie par :

V(z1,...,20) €Uny, Fn(x1,...,20) =21+ (m1m2)1/2 + (wlwzwg)l/g 4+t (21 ~~mn)1/n
On note h,, application de U,, dans R, définie par :

V(x1,..., %) €EUn, hn(21,...,Zn) =1+ + 25 —1

On admet que F), et h,, sont toutes deux de classe C' sur U,.
On note Hy, ensemble H, = {(z1,...,2n) ER" |21 + -+ 2o = 1}.

5. Déterminer le gradient de F;, et le gradient de h,, en tout point de U,.

6. Démontrer que la restriction de F), a U, N H, admet un maximum.

On admet que le maximum de F), est en fait atteint sur U, N H,. On note M, le maximum de F, sur U, N H, et on note
(a1,...,an) un point de U, N H, en lequel il est atteint.

Pour k entre 1 et n, on note vy, = (a1az2 - -~ak)1/k.

7. Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que :

NS =
E+...+WJZACL2
2 n
’y—n:)\an
n
ar+az+---+anp=1
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8. En déduire que :

() A=m+r2+ -+ =M
(b) pour tout k dans [1,n], vx = Awkak, ou :

wk:k(lf@) sikel,n—1]
ag
wn =n
L’objectif des trois questions suivantes est de démontrer que A < e. On suppose par I’absurde que A > e.

k+1>k+l

1
9. Vérifi tout kdans N, — < | ——
érifier que, pour tou ans N, = < <k+2

1 k

10. Démontrer que w1 < — et que, pour tout k dans [1,n], wi < . On pourra démontrer que pour tout k € [1,n— 1],

e . k+1
1 wE\ "~
k+1 _ k
it = 3k (1)
11. Aboutir & une contradiction sur w,. En déduire que, pour tout n dans N*, pour tout (z1,...,2») € (R})" tels que

T4t =1,

n

S s <o

k=1

12. En déduire I'inégalité de Carleman : si (ay),cy« est une suite de réels strictement positifs telle que } a, converge, alors la
n

1/n
série de terme général <| I ak> converge et on a :

k=1
+o00 n 1/n +o0
E H ak <e g an
n=1 \k=1 n=1

Indications Q3 Il suffit de vérifier les hypothéses du théoréme des extremas liés. Q4 On discute les cas : s’il existe x; = 0 ou
sinon, dans le cas ou on est dans U,, on pose s = x1 + ...+ x, pour se ramener au cas précédent. Q9 On invoque simplement,
la concavité de © —— In(1 + ). Q10 Par récurrence... Q12 On pose encore s =x1 + ...+ xn > 0 et y; = 3/ avant d’utiliser laj
magoration précédente.

Distinguez-vous ! Le calcul différentiel est souvent mal mené... on essaiera donc de soigner le vocabulaire (applications partielles,
dérivées partielles, applications différentielles en a...), d’ailleurs dans 'utilisation du théoréme des extremas liés, on veillera & bien|
vérifier les hypotheses : existence d'un extrema en un point a € X et les équations qui régissent X fournissent des différentielles
indépendantes (ici, dg, # 0).

Exercice 2 (décomposition d’une matrice dans M,, (R)). extrait du concours Centrale 2017 - MP [ ]|
La transposée d’une matrice A de M, ,(R) est notée A”. Le sous-espace vectoriel de M, (R) constitué des matrices symétriques
est noté Sy, (R). Le sous-espace vectoriel de My, (R) constitué des matrices antisymétriques est noté A, (R).

Pour toute matrice carrée A € M, (R), on note :

AS:%(A—i—AT) ot Aa:%(A—AT)

Ainsi, A, est une matrice symétrique, A, est une matrice antisymétrique et A = A; + A,. On dit que A, est la partie symétrique
de A et que A, est sa partie antisymétrique.

Une matrice symétrique réelle est dite positive si ses valeurs propres sont positives et elle est dite définie positive si ses
valeurs propres sont strictement positives, et on note S, (R) ’ensemble des matrices symétriques positives de M, (R) et S;F+(R)
I’ensemble des matrices symétriques définies positives de M, (R).

On munit M, (R) du produit scalaire canonique donné par :
(M,N) — tr(MTN)
On note || - |2 la norme euclidienne associée.

1. Montrer que S,(R) et A, (R) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires orthogonaux dans My, (R) et préciser leurs
dimensions.

2. Soit A € M,(R). Montrer que pour toute matrice S € S,(R), ||[A — As|l2 < ||A — S||2. Préciser & quelle condition sur|
S € Sp(R), cette inégalité est une égalité.
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On considere A € M, (R).

3. 8i M € Mn(R) et X,Y € M, 1(R), la matrice X” MY appartient & M;(R) et on convient de I'identifier au nombre réel égal
& son unique coefficient. Avec cette convention, montrer que A5 € S;f (R) si et seulement si VX € M, 1(R), XTA;X >0 et
que As € STT(R) si et seulement si VX € M, 1(R)\ {0}, XTAX > 0.

4. (a) Pour toute valeur propre réelle A de A, montrer que minspg(As) < A < maxspg(A4s).
(b) En déduire que si A5 € S;FT(R), alors A est inversible.

5. On suppose que As € S;F T (R).

(a) Montrer qu'il existe une unique matrice B de S;T(R) telle que B? = A, .
(b) Montrer qu’il existe une matrice @ de A, (R) telle que det(A) = det(As)det(l, + Q).
(¢) En déduire que det(A) > det(As).

Indications Q1 On pourra exhiber une base de chacun des sous-espaces constituée de matrices élémentaires. @Q4a On montre
d’abord que XTAX =0 et XTAX = > Xiz? o \; sont les valeurs propres de As, puis on travaille avec un vecteur propre
pour A afin de relier les spectres de A et As. Q5¢ On commence par rappeler : Q € A, (R) = ses valeurs propres sont de la forme
i, b € R.

Distinguez-vous ! L’existence de la racine carrée d’'une matrice symétrique positive est un grand classique : on ne trainera pas
en proposant le bon candidat. Par contre, on peut (rarement) vous demander 'unicité de celle-ci : essayez donc d’etre élégant
sur cette question, en revenant aux endomorphismes, ou bien via la co-orthodiagonalisation en considérant une autre matrice
satisfaisant ’égalité R? = S.

www.cpgemp-troyes.fr 3


http://www.cpgemp-troyes.fr/

