Révisions 2 - Mines-Telecom/CCINP
MP - Lycée Chrestien de Troyes Variables aléatoires discrétes

Planche de préparation pour les oraux

L’oral a pour objectif d’évaluer les candidats sur :
e la connaissance et la compréhension des notions mathématiques des programmes de MPSI et MP,
e la capacité technique de calculs,

e la faculté a restituer une réflexion appropriée & une situation donnée, a gérer 1’espace de travail (tableau a disposition),
a interagir avec I’examinateur, celui-ci pouvant a tout moment interroger sur une question annexe au probléeme posé
ou proposer une indication pour aider le candidat.

Exercice 1 (loi du minimum). []
Soient N € N* et p €]0,1[. On pose ¢ =1 —p.

On considere N variables aléatoires indépendantes X1, X», ..., Xn définies sur un méme espace probabilisé (2, .4, P) mutuellement
indépendantes et de méme loi géométrique de parametre p.

1. Soit ¢ € [1, N] et fixons n € N*. Déterminer P(X; > n).
2. On considére la variable aléatoire Y = min(X1, Xa,..., Xn).

(a) Soit m € N*. Calculer P(Y > n). En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).

(b) Préciser alors la loi de Y.

Exercice 2 (étude d’une chaine de Markov). []
Une municipalité souhaite proposer un service de véhicules en libre service. Lors d’une premiere expérience, on installe quelques
véhicules en 3 lieux stratégiques de la ville : les places A, B et C. Avec ces véhicules, on peut effectuer un trajet vers 'une des
deux autres places et aprés quelques mois, on observe les résultats suivants :

e si un véhicule est en A, il se déplace vers B avec une probabilité 3/4 et vers C' avec une probabilité 1/4 ;
e si un véhicule est en B, il se déplace vers A avec une probabilité 3/4 et vers C' avec une probabilité 1/4 ;

e si un véhicule est en C| il se déplace vers B avec une probabilité 3/4 et vers A avec une probabilité 1/4.

On s’intéresse alors au déplacement d’un véhicule. Pour tout n € N, on note A,, B, ou C, les événements ’

véhicule est en place A, B ou C”, et on note pour tout n € N,

’a instant n, le

an = P(An),bn = P(Bn),cn = P(Ch)

1. En posant X,, = | b, | € M31(R), montrer qu’il existe une matrice M € M3(R) telle que pour tout n € N, X,,11 = M X,,.
Cn

2. Justifier que les valeurs propres de M sont toutes réelles, puis établir que M admet trois valeurs propres distinctes telles
que —1 <A1 <A< Azg=1.

3. Montrer qu’il existe un unique vecteur Up € En(1) tel que la somme de ses composantes soit égale a 1.

4. On considere alors une base de vecteurs propres B = (Uy, U1, Uz) associée aux valeurs propres 1, A1, A2 et on peut écrire
Xo = aolUp + a1 U1 4+ a2Uz dans cette base. Montrer que pour tout n € N, X,, = aoUp + a1 ATU1 + a2 A5 Us, puis justifier
que nécessairement ap = 1.

5. En déduire que les suites (an), (bn) et (cn) sont convergentes et déterminer leur limite.

Exercice 3 (loi d’'une somme et loi conditionnelle). [ ]
Soit (€2,.4, P) un espace probabilisé.

1. (a) On considére deux variables aléatoires X; et X5 qu’on suppose indépendantes et suivant des lois de Poisson de
parametres A1 > 0 et A2 > 0. Déterminer la loi de X1 + X2. On pourra procéder de deux fagons.

(b) En déduire 'espérance et la variance de X7 + Xo.

2. Soient p €]0,1[ et A > 0. On note Y une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A\. On suppose de plus
que X désigne une variable aléatoire & valeurs dans N et que pour tout m € N, la loi conditionnelle de X sachant (Y = m)
est une loi binomiale de parametre (m, p).

Déterminer la loi de X.
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Exercice 4 (loi conjointe et lois marginales). [ ]

Soient X et Ydeux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P) et & valeurs dans N. On suppose que la

loi du couple est donné par :
1

V(i,j) EN’, P(X =) n(Y =) = P RE]

1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. (a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire I'espérance et la variance de X.

(b) Déterminer I'espérance et la variance de Y.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes 7

4. Calculer P(X =Y).

Exercice 5 (un exemple de tirage sans remise). CCINP 109 [ ]
Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches numérotées Bi, ..., B, et deux boules noires numérotées N1, N2. On effectue
le tirage une a une et sans remise de toutes les boules de I'urne.

On note X le rang d’apparition de la premiere boule blanche et Y le rang de la premiere boule numérotée 1.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer la loi de Y.

Exercice 6 (existence de l'espérance et de la variance d’une variable aléatoire discrete). CCINP 100 [ ]
Soit A > 0 et considérons X une variable aléatoire & valeurs dans N*. On suppose que pour tout n € N*,

B T
nn+1)(n+2)

1
X(X+1)(X +2)

P(X =n)=

1. Décomposer en éléments simples la fraction R(X) = , puis déterminer la valeur de \.

2. Prouver que X possede une espérance, puis la calculer. La variable X admet-elle une variance ?

Exercice 7 (loi du max et loi du min). CCINP 106 [ ]
Soient X et Ydeux variables aléatoires a valeurs dans N qu’on suppose indépendantes. Elles suivent la méme loi définie par :

VkeN, P(X =k)=P(Y =k) =p¢" avec p€]0,1[et g=1—p
On consideére alors les variables U = sup(X,Y) et V = inf(X,Y).
1. Déterminer la loi du couple (U, V).
2. En déduire la loi marginale de U.
On admet que V(Q) = N et que pour tout n € N, P(V = n) = pg®" (1 + q).
3. Prouver que la variable W = V + 1 suit une loi géométrique. En déduire I’espérance de V.

4. U et V sont-elles indépendantes 7

Exercice 8 (fonction génératrice). CCINP 110 [ ]

1. Soit X une variable aléatoire définie sur (€2,.4, P) un espace probabilisé et & valeurs dans N. On consideére la série entiere
> t"P(X = n) et on note Rx son rayon de convergence.

(a) Prouver que Rx > 1.
On pose Gx(t) = 3.7 ¢"P(X = n) et on note Dg, l'ensemble de définition de Gx. Justifier que [~1,1] C Dg,
puis pour tout ¢ € [—1, 1], exprimer Gx (¢) sous la forme d’une espérance.

(b) Soit k € N. Exprimer, en le justifiant, P(X = k) en fonction de G()’;)(O).

2. (a) On suppose que X ~ P(A). Déterminer D¢, et pour tout ¢ € D¢, calculer Gx (t).

(b) Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes et suivant des lois de Poisson de paramétres A1 et A2. Déterminer
en utilisant les questions précédentes la loi de X + Y.
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